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[spin chirality]

近接する 3つのスピンが立体構造を形成し，そのスピンが見込む立体角に符号を付した値をスピンキラリ
ティという．符号は左手系なら+，右手系なら−である，

格子点にあるキャリアのスピンがフント則によりその格子点にある原子の内核電子のスピンと一致するよう
に制限されているような物質において（二重交換相互作用），キャリアがいくつかの格子点を経由してもとの
格子点に戻る確率が無視できないような場合，一巡したスピンの方向が立体構造を作る場合，スピンの波動関
数の位相は一巡したことにより付加的な位相を獲得することになる．この位相はベリー位相と言われ，ちょう
どベクトルポテンシャルを経路にそって積分すると位相になるように，このベリー位相はそのスピンを持つ電
子に対して仮想的な磁場の効果を示す．

最も簡単な場合が 3つの格子点 i，j，kを一巡する場合で，それぞれの格子点のスピンの方向を単位ベクト
ル ni，nj，nk で表し，軌道波動関数，スピン波動関数を |φi〉， |ni〉などで表すと，ハミルトニアンの期待値
には i → j → k → iの移動積分 (transfer integral)を表す次の項が含まれる．

〈ni, φi|HDE|nj , φj〉〈nj , φj |HDE|nk, φk〉〈nk, φk|HDE|ni, φi〉 = VijVjkVki〈ni|nj〉〈nj |nk〉〈nk |ni〉 (1)

ここで，Vij = 〈φi|HDE|φj〉である．ベリー位相 Ωは右辺と，

〈ni|nj〉〈nj |nk〉〈nk|ni〉 = |Tr [PjPkPi]|eiΩ (2)

の関係を有し，スピンの方向単位ベクトルを用いて

tan
Ω

2
=

n1 · (n2 × n3)

1 + n1 · n2 + n2 · n3 + n3 · n1

(3)

のように表される．論文には (3)は (2)から直線的に導かれると書いてあるが [1]，これも，Ωが n1，n2，n3

の 3本のベクトルが張る立体角であることも，必ずしも自明ではないように思われる．そこで，以下では，最
初に (2)式および (3)式の導出を具体的に示し，その後で，Ωが n1，n2，n3 の張る立体角であることを示す．

[(3)の導出]

射影演算子 Pj は Pj = |nj〉〈nj | であるから，

PjPkPi = |nj〉〈nj |nk〉〈nk|ni〉〈ni| (4)

であり，これから，

〈ni|nj〉〈nj |nk〉〈nk|ni〉 = 〈ni|nj〉〈nj |nk〉〈nk|ni〉〈ni|ni〉 =
∑

i′

〈ni′ |PjPkPi|ni′〉 = TrPjPkPi (5)

となる．ここで，|ni′ 〉として 2つの固有状態を考え，i′ 6= iの時に 〈ni|ni′〉 = 0であることを用いている．し
たがって，TrPjPkPi の偏角が Ωとなる．Ωが (3)式で表されることを示すため，まず，次の式が成り立つこ
とを示す．

Pn =
1

2
(1 + σn) (6)

nを極角 θ，方位角 φの方向を表す単位ベクトルとし，σ = (σx, σy , σz)をベクトル表記したパウリの行列とす
ると，σn は σの n方向パウリ行列を表す．
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パウリの行列成分で σn を表そう．

σn = n · σ = nxσx + nyσy + nzσz = nx

(

0 1

1 0

)

+ ny

(

0 −i

i 0

)

+ nz

(

1 0

0 −1

)

=

(

nz nx − iny

nx + iny −nz

)

=

(

nz n−

n+ −nz

)

(7)

ただし，nx = cosφ sin θ，ny = sin φ sin θ，nz = cos θ，n± = nx ± ny である．スピン Sが n方向を向いてい
る時，スピンの n方向成分は Sn = (h̄/2)σn であり，n方向スピンは，固有値が 1の場合の σn の固有ケット
（アイコナル）|n〉で，

|n〉 =

√

1 + nz

2





1
1 − nz

n−



 =







cos
θ

2

sin
θ

2
eiφ






(8)

となる．いま，任意のスピンの状態を |a〉 = (α, β)で示すと，

Pn|n〉 = |n〉〈n|a〉

=





√

1 + nz

2





1
1 − nz

n−









[

√

1 + nz

2

(

1,
1 − nz

n+

)

](

α

β

)

=
1

2

(

(1 + nz)α + n−β

n+α + (1 − nz)β

)

=
1

2

[(

α

β

)

+

(

nz n−

n+ −nz

)(

α

β

)]

=
1

2
(1 + σn) (9)

が成り立つ．

以下，記述をわかりやすくするために，i = 1，i = 2，i = 3と書く．そうすると，(9)より，

P1P2P3 =
1

8
(1 + σn1)(1 + σn2)(1 + σn3)

=
1

8
[1 + (σn1 + σn2 + σn3) + (σn2σn3 + σn3σn1 + σn1σn2) + σn1σn2σn3] (10)

が成り立つ．ただし，σn1，σn2，σn3 は σの n1，n2，n3 方向成分である．P1P2P3 の Tr は (10)の右辺各項
の Tr の和になる．まず，σn1σn2σn3 の Tr から計算しよう．

σn1σn2σn3 =

(

n1z n1−

n1+ −n1z

)(

n2z n2−

n2+ −n2z

)(

n3z n3−

n3+ −n3z

)

=

(

n1zn2z + n1−n2+ n1zn2− − n1−n2z

n1+n2z − n1zn2+ n1+n2− + n1zn2z

)(

n3z n3−

n3+ −n3z

)

(11)

となるから，σn1σn2σn3 の第 1行第 1列は

(n1zn2z + n1−n2+)n3z + (n1zn2− − n1−n2z)n3+

= n3z[n1zn2z + (n1x − in1y)(n2x + in2y) + (n3x + in3y)[n1z(n2x − in2y) − n2z(n1x − in1y)]

= n3z[n1 · n2 + i(n1xn2y − n1yn2x)] + n1z(n2x − in2y)(n3x + in3y) − n2z(n3x + in3y)(n1x − in1y)

= n3zn1 · n2 + in3 · (n1 × n2) + n3x(n1zn2x − n1xn2z) + n3y(n1zn2y − n1yn2z) (12)

となる．同様に，第 2行第 2列は

(n1+n2z − n1zn2+)n3− − (n1+n2− + n1zn2z)n3z

= −n3zn1 · n2 + in3 · (n1 × n2) − n3x(n1zn2x − n1xn2z) − n3y(n1zn2y − n1yn2z) (13)
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となる．(12)と (13)から Trは，
Tr [σn1σn2σn3] = 2in3 · (n1 × n2) (14)

となる．他の項の Trは簡単に得られて，

Tr [σn1σn2] = 2n1 · n2, Tr [σn2σn3] = 2n2 · n3, Tr [σn3σn2] = 2n3 · n2 (15)

および，
Tr [σn1] = Tr [σn2] = Tr [σn3] = 0 (16)

となる．(14)–(16)より，

Tr [P1P2P3] =
1

4
[1 + n1 · n2 + n2 · n3 + n3 · n2 + in3 · (n1 × n2)] (17)

という関係式が得られる．これから (3)式が得られる．

[n1，n2，n3 の作る立体角が Ωであることの証明]

単位ベクトル n1，n2，n3の作る立体角が Ωであることを示そう．n1，n2，n3 は，中心 Oの単位球面上に
ある 3つの点を示す．これをA, B, Cとする．球面三角形ABCの頂点の角度をA，B，C とする．また，A, B,

Cが対向する辺の長さを a，b，cとする．a，b，cは明らかに n2と n2，n2と n3，n3と n1の間の角度である．
単位球面上の球面三角形の面積は，すなわち立体角は，良く知られるように [3]，球面過剰 (spherical excess)E

で与えられ，E は
E = A + B + C − π (18)

と表される．これから，E が (3)式と同じように表されることを示せば，上の命題が証明されたことになる．

まず，(18)より，

cos
E

2
= sin

A + B + C

2

= sin
A + B

2
cos

C

2
+ cos

A + B

2
sin

C

2

=
cos

a − b

2
cos2

C

2
+ cos

a + b

2
sin2 C

2

cos
c

2

(19)

となる．ただし，右辺第 3式は次の球面三角法 [3]の公式 (20)(21)を用いた．

cos
A + B

2
= sin

C

2

cos
a + b

2

cos
c

2

(20)

sin
A + B

2
= cos

C

2

cos
a − b

2

cos
c

2

(21)

sin2 C

2
=

sin(s − a) sin(s − b)

sin a sin b
, ただし， s =

a + b + c

2
(22)

さらに，(22)を使うと，(19)は

cos
E

2
=

2 cos
a

2
cos

b

2
cos

a − b

2
− sin(s − a) sin(s − b)

2 cos
a

2
cos

b

2
cos

c

2

(23)
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となる．(23) の分子で，sin(s − a) sin(s − b) = cos2[(a − b)/2] − 1/2 − (1/2) cos c，2 cos(a/2) cos(b/2) =

cos(a + b)/2 + cos(a − b)/2となることに注意すると，

(23)の分子 = cos
a + b

2
cos

a − b

2
+

1

2
cos c +

1

2

=
1

2
(cosa + cos b + cos c + 1) (24)

となる．結局，(23)と (24)から

cos
E

2
=

cosa + cos b + cos c + 1

4 cos
a

2
cos

b

2
cos

c

2

(25)

となる．tan2 E/2 = sec2 E/2− 1であるから，

tan2 E

2
=

2(cosa + 1)(cos b + 1)(cos c + 1) − (cos a + cos b + cos c + 1)2

(cos a + cos b + cos c + 1)2

=
1 + 2 cosa cos b cos c − cos2 a − cos2 b − cos2 c

(cosa + cos b + cos c + 1)2
(26)

となり，したがって，

tan
E

2
=

√
1 + 2 cosa cos b cos c − cos2 a − cos2 b − cos2 c

(cos a + cos b + cos c + 1)
(27)

ここで，後で証明するように，
√

1 + 2 cosa cos b cos c − cos2 a − cos2 b − cos2 c = 2η (28)

が成り立つ．ただし，

η =
√

sin s sin(s − a) sin(s − b) sin(s − c) (29)

である．したがって，
tan

E

2
=

2η

(cos a + cos b + cos c + 1)
(30)

が成り立つ．また，これも後で証明するように，

sin C =
2η

sin a sin b
(31)

が成り立つ．

一方，球面直角三角形ABC (C = π/2とする)では，球面三角法により sinA = sin a/ sin cが成り立つの
で [3]，球面三角形 ABC において，Aから辺 BCに垂ろした垂線の長さを hとすると，

sin C =
sinh

sin b
(32)

が成り立つ．(31)(32)から，
sin a sin b = 2η (33)

が成り立つ．以上から，(32)を (30)に代入すると，

tan
E

2
=

sin a sin h

(cos a + cos b + cos c + 1)
(34)

という関係式が得られる．ここで，aは 6 BOCであり，Aを通り面BOC に直交する大円が弧BCと交わる点
をHとすると，hは 6 AOHである．すなわち sin aは sin 6 BOCである．n2と n3を用いて，sina = n2 ×n3で
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ある．一方，sin a = n2 × nnは BCを赤道とする場合の北極を指すので，n1と n2 ×n3の間の角度は π/2− h

である．すなわち，sinh = cos(π/2 − h)であるので，以上の 2つの角度から，

sin a sin h = n1 · (n2 × n3) (35)

が成り立つ．明らかに，cosa = n2 · n3，cosa = n3 · n1，および cosa = n1 · n2 であるから，(35)とこれらの
ことを (30)に代入することにより，

tan
E

2
=

n1 · (n2 × n3)

1 + n1 · n2 + n2 · n3 + n3 · n1

(36)

が成り立つ．この式は (3)の右辺と一致する．すなわち

E = Ω (37)

が成り立つ．すなわち，ベリー位相Ωはスピン方向を示す単位ベクトルn1，n2，n3の構成する立体角と一致
することを示す．

[(28)の証明]

sin s sin(s − a) sin(s − b) sin(s − c)

=
1

2
[cosa − cos(b + c)]

1

2
[cos(c − b) − cosa]

=
1

4
[cosa − cos b cos c + sin b sin c][cos b cos c + sin b sin c − cosa]

=
1

4
[(sin b sin c)2 − (cos b cos c − cosa)2]

=
1

4
[(1 − cos b)2(1 − cos c)2 − (cos b cos c − cosa)2]

=
1

4
(1 − cos2 a − cos2 b − cos2 c + 2 cosa cos b cos c)

したがって，(28)が成り立つ．

[(31)の証明]

球面三角形 ABCにおいて，
cosa = cos b cos c + sin b sin c cosA (38)

が成り立つ [3]．これから cos(b − c) − cosa = sin b sin c(1 − cosA)となるので，

sin
A

2
=

√

sin(s − b) sin(s − c)

sin b sin c
(39)

同様にして，cosa − cos(b + c) = sin b sin c(1 + cosA)より，

cos
A

2
=

√

sin s sin(s − a)

sin b sin c
(40)

(39)(40)より，

sin
A

2
cos

A

2
=

√

sin s sin(s − a) sin(s − b) sin(s − c))

sin b sin c
(41)

となる．すなわち，
sin A =

2η

sin b sin c
(42)

が成り立つ．
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